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下記の問 1から 7に答えよ。解答の順序は任意でよい。

• 以下で iは虚数単位 (i2 = −1) とする。

• 周期 2π の周期関数 f(x) は

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx, bn =

1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx

と実フーリエ級数に展開できる。このとき、パーセバルの等式∫ π

−π
{f(x)}2dx = π

{
a20
2

+
∞∑
n=1

(a2n + b2n)

}

が成立する。

• 関数 f(x) に対し、

F (ω) =
∫ ∞

−∞
f(x)e−iωxdx

で求められる F (ω) を f(x) のフーリエ変換と呼ぶ。

[問1] 次の値を求めよ。

(1) ii (2) log(1 +
√
3i)

[問2] 次の関数

f(z) =
1

z(z2 + 1)

の z = 0 を中心としたローラン展開を次の２つの場合に求めよ。
(1) 0 < |z| < 1 のとき
(2) |z| > 1 のとき

[問3] 次の定積分の値を求めよ。以下で aは正の実数、kは実数である。

(1)
∫ ∞

−∞

dx

x4 + a4
(2)

∫ ∞

−∞

x2dx

x4 + a4

(3)
∫ 2π

0

dθ

5 + 4 cos θ

(4)
∫ ∞

−∞

eikx

x2 + a2
dx

　



[問4] f(z) が積分路 C 内で k 位の極を nk 個、l 位の零点を ml 個持つとする。このとき∫
C

f ′(z)

f(z)
dz = 2πi(

∑
l

lml −
∑
k

knk)

を示せ。

[問5] 周期 2π の関数 f(x) が

f(x) = x2 (−π ≤ x ≤ π)

で定義されている。

(1) f(x) を実フーリエ級数に展開せよ。

(2) (1)の結果に x = π を代入して無限級数の公式を導け。

(3) (1)の結果にパーセバルの等式を適用して無限級数の公式を導け。

[問6] 次の関数 f(x) をフーリエ変換せよ。

f(x) =


1

2d
(|x| ≤ d)

0 (|x| > d)

[問7] 以下で m, n を 0以上の整数とする。m次の第 1種のチェビシェフの多項式 Tm(x) は

cosmθ = Tm(cos θ)

で定義される。

(1) T0(x), T1(x), T2(x), T3(x) を求めよ。(三角関数の加法定理を用いる。)

(2)

1

π

∫ π

0
cosmθ cosnθdθ =


0 (m ̸= n)
1

2
(m = n ̸= 0)

1 (m = n = 0)

を用い、 ∫ 1

−1
Tm(x)Tn(x)

dx√
1− x2

の値を求めよ。また、Tm(x) が区間 [−1, 1]、重み関数
1√

1− x2
としたとき直交多項式となっ

ていることを示せ。


